Chapitre 2

Géométrie dans I’espace

. Vecteurs de I’espace

1) Définitions

On étend a ’espace la notion de vecteur vue en géométrie plane.
Définitions :

A tout couple (4;B) de points de I’espace on associe le vecteur AB . Dans un plan qui
contient 4 et B, AB est le vecteur de la translation qui transforme 4 en B .

Lorsque B=4, le vecteur AA est le vecteur nul, on le note 0.

Egalité de deux vecteurs

Définition :

Dire que deux vecteurs AB et CD sont égaux signifiec que ABDC est un parallélogramme
éventuellement aplati.

Dans ce cas, 4B et CD sont les représentants d’un méme vecteur # . On note %= AB=CD .

Définition :

Pour tout point E de I’espace et tout vecteur ¥ il existe un unique point F tel que EF =7 .




Remarque :

Deux vecteurs sont égaux s’ils ont méme direction, méme sens et méme norme.

2) Opérations sur les vecteurs

Les opérations sur les vecteurs du plan s’étendent aux vecteurs de I’espace.

Somme de deux vecteurs
Régle du parallélogramme :
i et Vv sont deux vecteurs de représentants AB et AC .

La somme #i+7 estle vecteur AE tel que ABEC soit un parallélogramme.

Relation de Chasles :

Pour tous points A, B et C de ’espace.

AB+BC=AC .

C

B
Remarque :
AB+BA=AA=0, BA est le vecteur opposé a AB .
Produit d’un vecteur par un nombre réel
Propriété :
#i=AB estun vecteur non nul et A un nombre réel.
Le vecteur A7i=AC est défini par :

* Si A=0  Si A<0
o C

"5/'. C €[4B) / Ce(4B), C¢[4B)
#

A et AC=)AB ot AC=—).4B




3) Vecteurs colinéaires

Définition :

Dire que deux vecteurs non nuls # et Vv de I’espace sont colinéaires signifie qu’il existe un
nombre réel A tel que V=A1 .

Remarque :

Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur.

Propriété :
Trois points A, B et C de I’espace sont alignés si, et seulement si, les vecteurs 4B et AC sont
colinéaires.

4) Vecteurs coplanaires

Définition :

Dire que #, V et W sont coplanalres 31gn1ﬁe que pour un point O quelconque de 1’espace les
points O, A, B et C définis par OA=ii, OB=% et OC=ii sont dans un méme plan.
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Propriété :
i, v et w sontdes vecteurs de I’espace tels que # et ¥V ne sont pas colinéaires.

N

, V et w sont coplanaires si, et seulement si, il existe des nombres réels a et b tels que :
Ww=au+bv

On dit alors que W est une combinaison linéaire des vecteurs # et V .

Démonstration :

Pour un point O quelconque de I’espace A, B et C sont définis par O4=ii, OB=7 et OC=

-

il et ¥ ne sont pas colinéaires, ce sont donc deux vecteurs directeurs du plan = (O4B) .

i, Vv etw coplanaires signifie que C appartient au plan P, c’est-a-dire qu’il existe des nombres
réels a et b tels que OC=aOA+bOB , c'est-a-dire W=al+b¥ .



Exemple :
Dans le cube ABCDEFGH ci-contre :

* Les vecteurs #, V et W sont coplanaires car = AB ,
V=AE , w=AF etA, B, E, F sont dans le plan (ABE).

« Lesvecteurs %, ¥ et { ne sont pas coplanaires car i=AB ,
V=AE, T=AD et I'unique plan contenant A, B, E est
(ABE) qui ne contient pas D.

* 4B et CG sont coplanaires puisque CG=AE et A, B, E
sont dans le plan (ABE), cependant les droites (AB) et (CG)
ne sont pas coplanaires.

Remarques :

* Deux vecteurs sont toujours coplanaires.
* On dit que des points sont coplanaires s’il existe un plan qui contient ces points.

* Trois points sont toujours coplanaires.

5) Base de I’espace

Définition :
i, Vv et w sontdes vecteurs de ’espace et a, b et ¢ trois réels.
Les vecteurs #, V et w sont linéairement indépendants lorsqu’ils ne sont pas coplanaires

Autrement dit lorsque aii+bv+cw=0 a=b=c=0.

Définition :

Trois vecteurs linéairement indépendants forment une base de 1’espace.

Propriété :

Soit (7, j,k) une base de I’espace.
a

Pour tout vecteur ¢ , il existe un unique triplet | 5| de nombres réels tels que :
c

7:a;+b;+ck



Démonstration :

e Existence

O est un point de I’espace et & le plan défini par O et les
deux vecteurs non colinéaires [ et j .

On pose 7=0M .
La droite passant par M , de vecteur directeur k etle plan

% ne sont pas paralléles car i, 7 et & ne sont pas
coplanaires. On note M " leur point d’intersection.

M ' appartient a &, donc il existe des nombres réels a et b
tels que OM '=ai+b .

D’autre part, OM=0M'+M "M .Or M'M et k sont
colinéaires, donc il existe un nombre réel c tel que
M'M=ck .

Finalement 7=OM=ai+b j+ck .

e Unicité
a a'
On suppose qu’il existe deux triplets |b| et | 5’| de nombres réels tels que :
c c'
?zaf+b}+ck=a’;+b'}'+c’k.
. , >_a'—a-+ b'—b-~ ., , - - -
Si c#c', alors k_c—c’ l+c_c,j , or ceci n’est pas possible car i, ; et k ne sont pas

coplanaires, donc c=c"’.

On obtient alors ali+bVv=a'ti+b'V ,donc a=a' et b=b' car i et V sont non colinéaires.

Remarque :

Les coordonnées de 7 ne dépendent pas de I’origine du repére.



Il. Droites et plans de I’espace

1) Droites de I’espace

Définition :
A et B sont deux points distincts de 1’espace.
La droite (AB) est 1’ensemble des points M tels que AM =k AB ou k est un nombre réel.

On dit que 4B est un vecteur directeur de la droite (4B).

A

T————pe

B

Définition :
De fagon générale, une droite est définie par un point 4 et un vecteur non nul # .

On parle alors de droite (A4;7) ou de la droite de repére (A4, i) et on dit que # est un vecteur
directeur de cette droite.

2) Plans de I’espace

Définitions :
Soit A, B et C trois points non alignés de I’espace.

Le plan (ABC) est I’ensemble des points M tels que AM =) AB+u AC ol / et u sont des
nombres réels.

Définitions :
De fagon générale, un plan est défini par un point 4 et deux vecteurs non colinéaires # et V .

On parle alors du plan (A4, V) ou du plan de repére (4, #, V) etonditque # et V¥ sont des
vecteurs directeurs de ce plan.

On dit que le plan est dirigé par la base (iz,7) .



lll. Positions relatives de droites et de plans

1)

Positions relatives de deux droites

Propriété :

Deux droites de I’espace sont soit coplanaires, soit non coplanaires.

Coplanaires (dans un méme plan)

d, et d, sécantes

d, et d, paralléles

Non coplanaires

d, et d, ontun point
d’intersection A

d, et d, strictement | d, et d, confondues

paralléles

Aucun plan ne contient
dl et d 2

Définition :

Deux droites sont paralléles lorsqu’elles sont coplanaires et non sécantes.

Exemple :

ABCDEFGH est le cube ci-contre.
Les droites (EG) et (GC) sont sécantes en G (donc coplanaires).
Les droites (BC) et (FG) sont parall¢les (donc coplanaires).

Les droites (EF) et (AC) sont non coplanaires.




Position relative d’une droite et d’un plan

2)

Propriété :

Une droite et un plan de I’espace sont soit sécants, soit paralleles.

Paralléles

d, et% ontun point
d’intersection B.

d, et sont strictement parall¢les,

leur intersection est vide.

d, est contenue dans 2.

Définition :

Une droite et un plan sont paralléles lorsqu’ils ne sont pas sécants.

3)

Positions relatives de deux plans

Propriété :

Deux plans de I’espace sont soit sécants, soit paralléles.

Sécants

Paralléles

P et P ' ont une droite
d’intersection d .

N—n

I
|
-

K

P ' et P sont strictement paralléles,

leur intersection est vide.

7

P et P ' sont confondus.

Définition :

Deux plans sont paralléles lorsqu’ils ne sont pas sécants.




Exemples :

Les plans (AEF) et (CGF) sont sécants suivants
la droite (BF).

Les plans (ADHE) et (BCGF) sont paralleles
disjoints.

Le plan (ABGH) coupe les plans paralleles
(ADHE) et (BCGF) suivant deux droites
paralleles (AH) et (BG).

La droite (FG) est parallele (disjointe) au plan
(ADHE) et parallele aussi au plan (EFGH)
puisqu’elle est incluse dedans.



IV. Parallélisme dans l'espace

1) Parallélisme de droites
Propriétés (admises) :

* Si deux droites sont paralléles alors toute parallele a I’une est paralléle a I’autre.

* Sideux droites sont paralléles alors tout plan qui coupe [’une coupe I’autre.

2) Parallélisme de plans
Propriété (admise) :

Si deux plans sont paralleles alors tout plan parallele a I’un est parallele a I’autre.

Propriété (admise) : P
Si deux droites sécantes d, et d, d’un plan & sont
paralléles 4 deux droites sécantes d ', et d’, d’un
plan 2 ' alors & et & ' sont paralléles.
ot

TT

Propriété (admise) :
Si deux plans & et % ' sont parallé¢les alors tout plan qui

coupe & coupe aussi & ' et les droites d’intersection d, et 0 @'
d, sont paralléles.

PP etnP =d, > NP '=d, et d,//d, \ P

3) Parallélisme d’'une droite et d’un plan

Propriété :
Si un plan &% contient une droite d parallele a une d
droite A alors & et A sont parall¢les.

Alld et d cP = NIP \
A
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Démonstration :

* Dans le cas ou A appartient a &, la démonstration est immédiate.

* Supposons que A n’est pas incluse dans &.

On suppose qu’il existe une droite d du plan & paralléle a A.

Démontrons le résultat par 1’absurde.

Supposons que A coupe & et notons M le point d’intersection de A et 2.

En notant D la paralléle a d passant par M , D est une droite du plan Z.

Comme D //d et d//Aalors D //A.Or M appartienta A et D, ce qui implique que les
droites A et D sont confondues, et donc que la droite A est incluses dans & ce qui est

contraire a I’hypothése. On en déduit que si A/ d alors A//P.

Propriété (admise) :

Si une droite d, et un plan & sont parall¢les alors tout
plan % 'contenant d, et sécant 3 % coupe & selon une
droite A paralléle a @, . e

4) Théoréme du toit

Propriété :

Si deux plans & et & ' sont sécants selon une droite A

etsi d, et d, sont deux droites paralléles contenues
respectivement dans & et # ' alors la droite A est 1
paralléle a d, et d, .
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Démonstration :

* Si d, et d, sont confondues alors A est aussi confondue avec d, et d,, la propriété est
donc vraie.

e Supposons que d, et d, soient strictement paralléles.

Raisonnons par I’absurde : supposons que A et @, soient sécantes et notons M leur point
d’intersection.

M appartient a A, intersection de & et & ' donc M appartient a & .

M n'appartenant pas a d,, car d, et d, sont strictement paralleles, M et d,
définissent le plan 2 .

d, étant paralléle 2 d, passant par M | il enrésulte que @, appartient aussi au plan .

On en déduit que & et % ' sont sécants suivant la droite @, , alors confondue avec A, ce qui
contredit le fait que @, et A soient sécantes.

En conclusion A et d, ne peuvent pas étre sécantes et comme elles sont coplanaires, elles
sont donc paralléles.

Par suite, A est aussi paralléle & d, car d, et d, sont paralléles.

V. Repérage dans l’espace

1) Repeére de I’espace et coordonnées

Définition :
Un repére de Pespace, (O 7,7, k) est formé d’un point O et d’une base |

O est I’origine du repere.

Propriété :
(0;7,7,k) estun repére de I’espace.

Pour tout point M de I’espace, il existe un unique triplet
(x;y;z) de nombres réels tels que :

OM=xi+yj+zk.

Démonstration :

Les vecteurs (i,j,k) ne sont pas coplanaires, donc le vecteur OM se décompose de fagon
unique en fonction des vecteurs i, j et k .
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Définitions :

 (x;;z) sont les coordonnées du point M dans le repére (0; 7, 7,k) -
x =Y -
. y| sontles coordonnées du vecteur Ops dans le repére (Q; 7,}, k) -

Z

* xest ’abscisse, y est ’ordonnée et z la cote du point M dans ce repére.

Exemple :
AM =2 AB+3 AC+1 4D
Donc dans le repére (A4;AB,AC, AD),

« M a pour coordonnées (2;3;1)

2
«  AM apour coordonnées |3
1

2) Calculs sur les coordonnées

Propriété :

!

X X

Si i et V ont pour coordonnées respectives | y| et | y'| danslerepére (O; i,/ k) alors:
z z'
x+x'
* Levecteur #+V a pour coordonnées | y+ '
z+z'
Ax
* Pour tout nombre réel A, le vecteur A% a pour coordonnées | Ay
Az

Propriété :
Si A et B ont pour coordonnées (XA;yA;ZA) et (xB;yB;zB) alors :
Xp— Xy
* Levecteur AB apour coordonnées |Vz—V,|.
Zp—Zy

X*Xp Y typ Z,42Zg
2 7 2 72

e Lemilieu / dusegment [ AB] apour coordonnées



3) Représentation paramétrique d’une droite

(0; 7,},%) est un repére de I’espace.

d est la droite passant par le point 4 de coordonnées (X A VusZ A) et admettant le vecteur non nul

a
i de coordonnées | b| pour vecteur directeur.
c

Propriété :

Dire qu’un point M de coordonnées (x;y;z) appartient & d équivaut a dire qu’il existe un
X=x ,+ta

nombre réel ¢ tel que AM =¢1i , ¢’est-a-dire tel que : | Y=y +tb .
z=z tIc

o

[l

N4

Démonstration :

A tout point M de la droite d correspond un unique réel ¢ .
Il existe donc un unique réel ¢ tel que AM =t .
En notant (x;y;z) les coordonnées du point M, cette égalité vectorielle se traduit par :

X—Xx, =la x=x,+ta
y—y,=tb | soit finalement le systéme { y=y +tb .
z—z =Ic z=z ,+ic

Réciproquement, a tout réel ¢ on peut associer un point M de la droite d tel que AM =17 .

Définition :

xX=x ,tia
Le systéme | y=y ,+tb estune représentation paramétrique de la droite d .
z=z tic

¢t est le paramétre de cette représentation.
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Exemple :

x=4-5t¢
. y=—2+2t , t€R est une représentation paramétrique
z=1+43¢
de la droite d passant par le point A (4;—2;1) et
-5 -5 0
dirigé par le vecteur | 2 | car | 2 |#| 0
3 3 0

* Le point obtenu en prenant f=-—1 est le point
B(9;—4;—2) )

Il appartient & la droite d etona AB=ti=—1.

* Soit le point C(—6;2;7) . Pour savoir s’il appartient a
la droite d , on cherche ¢ tel que I’on ait a la fois les

—6=4-5¢ 8
trois égalités | 2=—2+21¢ .
T=1+3t

On constate que ce systeéme de trois équations a pour
solution =2,

Le point C appartient donc a la droite d et AC=27.

Remarques :

* Une droite a une infinité de représentations paramétriques.

* Contrairement au plan, une droite ne poss€de pas une équation cartésienne dans 1’espace.

4) Représentation paramétrique d’un plan

Dans I’espace muni d’un repére, on considére le plan & passant par le point 4 (x504524) dirigé

!

a a
par les vecteurs directeurs #| h| et V| b’
c c'

Un point M appartient au plan & si, et seulement si, il existe deux réels ¢ et ¢’ tels que
AM =th+t'Vv ce qui s’exprime, avec les coordonnées, par le systéme :

X—)CA:at+a’t' x:xA+at+ait!
y—y,=bt+b't" ouencore | y=y,+bt+b't' .
Z—ZA:ct+c't' Z:ZA+CZ‘+C'Z"

Ce systéme lorsque ¢ et ¢’ décrivent R, est appelé une représentation paramétrique du plan &.
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