Chapitre 14

Fonctions trigonométriques

I. Parité et périodicité : généralités

1) Définition et interprétations graphiques

Définition :

Un ensemble de R (par exemple un intervalle) est dit centré en 0 (ou symétrique par rapport a 0)
si, pour tout nombre de I’ensemble, son opposé appartient a ’ensemble.

Définitions :
* Une fonction f, définie sur un ensemble de définition ¥, centré en 0, est paire si pour tout
réel xde Y, ona:

J(=x) =1 ().

Une fonction f, définie sur un ensemble de définition &, centré en 0, est impaire si pour
tout réel x de Y, on a :

f(x)=-fX).

* Soit f une fonction définie sur un intervalle 9.

La fonction f est périodique de période T s’il existe un nombre réel strictement positif T
tel que, pour tout nombre réel x de Y :

le nombre x+T appartienta @yet f (x+T)=f(x)

Propriété :

La courbe représentative d’une fonction paire est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.




Propriété :

La courbe représentative d’une fonction impaire est symétrique par rapport a I’origine du
repeére.
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Propriété :

La courbe représentative d’une fonction périodique de période T est invariante par translation de
vecteur T .

2) Restriction du domaine d’étude

Propriétés :
* Si fest une fonction paire ou impaire, alors il suffit de I’étudier sur R* N Y,ou R N ;.

* Si fest une fonction périodique de période T, alors il suffit de I’étudier sur n’importe quel
intervalle d’amplitude T inclus dans 9.

Corollaire :
Si une fonction f définie sur R est paire (ou impaire) et périodique de période T alors il suffit de

0.l

I’étudier sur 5




Il. Fonctions sinus et cosinus

1) Définitions

Définitions :

Soit M le point image d’un réel x sur le cercle trigonométrique dans un repére orthonormé direct
(0:1,)-

On a ainsi M(cos(x) ; sin(x))

La fonction x = sin(x) définie sur R est appelée fonction sinus et notée sin.

La fonction x = cos(x) définie sur R est appelée fonction cosinus et notée cos.

are des sinus

axe des

coSINUS

Remarque :

Pour tout x réel :
e —lI<cosxxl
e —I<sinx<l
* cos’x+sin’x=1
2) Propriétés

Propriétés :

La fonction sinus est impaire et 2n-périodique.

La fonction cosinus est paire et 2n-périodique.



lll. Dérivabilité

1) Dérivabilité de la fonction sinus

Propriété :
La fonction sinus est dérivable en 0.

Lemmes :

*  Montrons que la fonction sinus est continue en x=0.

Pour 0< x<% ona: s Justification :
) . 1Xsinx
sinx<x<tan x soit o Aoun= —
sin x o
O0<sinx<x< X
COS X ® oﬁqsecteurOAM_ 5
+ 0<sin x<
soit O0<sinx<ux . ] g R p 1 Xtan x
;s : ' *  HAoar—
Par le théoréme des gendarmes, ek © 2
lim sinx=0 Ainsi on obtient :
x=>0" '
) ) ) ) ) Aoam < A sectenroam < Aoar I Xsinx x 1Xtanx
La fonction sinus étant impaire, 5 < > < 5
on a également hfno, sin x=0
X

Dou imsin¥=0 pe plus sin0=0.

On en déduit que la fonction sinus est continue en x=0.

* Montrons maintenant que la fonction sinus est dérivable en x=0, de nombre dérivé 1.
T
Pour 0<x<5 ona sinx<x<tanx soit

1 sin x
- < 0<cos x<

S1n x X

sin x COS X
o (<

CcOS X sin x

<1

) 1
O0<sinx<x< <—<
X

_ / < 2
» cosx=y1—sin"x -

P _T.t
our tout x € 292

Comme 1M sinx=0 - 4o limcosx=1

x20 ? x>0 :

s . . sinx_
Par le théoréme des gendarmes, on obtient lim P 1,

x-0"

. . . . . sinx _ . . 4. sinx

La fonction sinus est impaire, on a donc lim =1 Ainsi lim =1
0 X x20 X

Démonstration :
inh—sin0 sinh
Pour tout nombre réel 270, = ; LU 812
. sinh . ) . N
Or lim =1 donc la fonction sinus est dérivable en 0 et sin'(0)=1 .

o h



Propriété :
La fonction sinus est dérivable sur R et pour tout nombre réel x

sin'(x)=cos(x)

Démonstration :

a désigne un nombre réel. Etudier la dérivabilité en a de la fonction sinus, c’est étudier la limite
sin(a+h)—sina
h

en 0 de la fonction / —

Or pour tout nombre réel ~2#0 ,

sin(a+h)—sina _sin acos h+sinhcosa—sina _sinhcosa—(1—cos h)sina
h B h B h

.2 h
Or cos(2x)=1-2sin’x ,donc 1—cos(2x)=2sin’x donc avec 2x=h : 1—cosh=2sm2§,

sin(2x)=2sinxcosx , donc avec 2x=h : sinhzzsinﬁcosﬁ,

. h h .2h . . h . h .
<. ) 2sin —cos —cosa—2sin” —sin 2sin —| cos —cosa—sin—sina
D'ou sin(a+h)—sina _ g F0% 75 0% o S 2 2

A h - h
" sin(a+h)—sina_smzcos +ﬁ
soi ; = 7 a >
2

sinﬁ

Or lim cos a+ﬁ =cosa et lim ——=1 donc lim Sln(a-|-h)_51na=coscz,

0 2 h>0 ﬁ B0 h
2

Ainsi la fonction sinus est dérivable sur R et pour tout nombre réel x , sin ’(x):cos x.

2) Dérivabilité de la fonction cosinus

Propriété :
La fonction cosinus est dérivable sur R et pour tout nombre réel x ,

cos’(x)=—sinx

Démonstration :
i ; =sin| x+Z
On sait que, pour tout nombre réel x , €OSX=SM|X+57
La fonction sin est dérivable sur R, donc la fonction f : x + S| X+ 5 | est dérivable sur R et :
: 7' (x)=1xsin'[ x+Z|=cos| x+Z |=—sinx "(x)=—si
pour tout nombre réel x , B D) donc cos’(x)=—sinx .




IV. Etude de la fonction sinus

1) Etude sur l'intervalle [0;x]

Pour tout nombre réel x , sin’(x)=cosx .

LT .
Or cos(x)>0 sur 0,5} et cos x<0 sur f,n}.

. . . .t . .
Donc, la fonction sinus est croissante sur [0 > 2} et décroissante sur [ 2° “} .

Tableau de variation sur [0;7]

Courbe sur [0; 7]

2) Courbe représentative sur [-;n]

Propriété :

n
X 0 5 TT 1
sin'(x) | 1 - 0 - -1
1
sin(x) / \ 0
0 0

ol

La courbe représentative € de la fonction sinus est symétrique par rapport a I’origine O du

repere.

Démonstration :

Pour tout nombre réel x , on note M (x ;sinx) et
M '(—x;sin(—x)) deux points de €.

Or:
x+(—x) 0 ot sin x+sin(—x) _sinx—sinx _
2 © 2 2
Donc, le milieu de [MM '] est I’origine O du repére
et M’ est le symétrique de M par rapport a O.

0




3) Courbe représentative de la fonction sinus

Propriété :

Dans un repére (O; ?,;) , la courbe représentative €’ de la fonction sinus est invariante par toute
translation de vecteur k2n: ou k €Z.

Deémonstration :

Pour tout x de R et tout £ de Z, on note M(x;sinx) et M'(x+2 kn,sin(x+2kn)) deux points
de €.

—_—

Alors MM’ kX2

,donc MM'=k2n7 et M’ est I’image de M par la translation de vecteur

k2mi.

La courbe de la fonction sinus est appelée une sinusoide.

V. Etude de la fonction cosinus

1) Etude sur l'intervalle [0;x]

Pour tout nombre réel x , cos’(x)=—sinx .
Or sin(x)>0 sur [0;7] donc cos’(x)<0 sur [0;x].

Donc, la fonction cosinus est décroissante sur [0 ; rc} .

Tableau de variation sur [0; ] Courbe sur [0;m]
1
T
X 0 2 T
cos’(x) | 0 — -1 — 0
1 2 :
cos(x) \ 0 \ ’ 1
B
,1 -




2) Courbe représentative sur [—m;x]

Propriété :
La courbe représentative I' de la fonction cosinus est symétrique par rapport a I’axe des
ordonnées du repere.

Démonstration :

Pour tout nombre réel x, on note M et M’ les
points de I' d’abscisses respectives x et —x .

L’ordonnée de M est cosx et I’ordonnée de M’
est cos(—x)=cosx .

Donc M et M’ sont symétriques par rapport a
I’axe des ordonnées.

3) Courbe représentative de la fonction cosinus

On sait que, pour tout nombre réel x , cos(x+2m)=cos(x) .
La fonction cosinus est périodique de période 2 .

On en déduit alors que cos(x+k2m)=cosx pour tout k €Z.

Propriété :
Dans un repére (O;i, /), la courbe représentative € de la fonction cosinus est invariante par
toute translation de vecteur k2ni ou k €Z.

Remarques :
. T\ _ ) : : :
* Pour tout x €R, S| ¥+ =cos(x) donc la courbe représentative €’ de la fonction sinus
est I’image de la courbe représentative I' de la fonction cosinus par la translation de vecteur
e
—1
2 .

* La courbe de la fonction cosinus est aussi appelée une sinusoide.



VI.Résolution d’équations et d’inéquations

Valeurs remarquables

1)

Bla| o | —
Blen | o 12| e
Bl 19 e 1] e
Blo |12 e | e
o — | o

cosa

sina




2) Résolution d’équations

Propriétés :
Soient a et x deux nombres réels.
* cos(x)=cos(a) ®x=a+ 2knoux=-a+2kn, ke”Z.
* sin(x)=sin(a) ©x=a+2knoux=n—a+ 2kn, keZ.

Remarques :
* En s’appuyant sur le cercle trigonométrique :

cos(x) = cos(a) sin(x) = sin(a)

_____________ M(a) A\[(frn)/ sin(a) M(a)

M(—a)

* En s’appuyant sur la courbe

°  cos(x)=cos(a)

/\ y = cos(a) A

4] N 4] N
\—-n/lz_a 0 a T /2 n SH\i{/
1

y = cos(x)

° sin(x) = sin(a)

R 1T T~ | y=sinla) T~
N N 7 =

2 a /2 g_gqgm 3n/2 2n 5n/2 3}\
-t

y = sin(x)

Exemple :

o 2 , ,
Soit I’équation cos (x)=7 que I’on veut résoudre dans R.

V2

cos(x):7 & cos(x)=cos

4| X 2 dkmoux=-= + 2kn, ke”Z.

4 4

u

Cette équation a pour solution I’ensemble S = —§+ 2kn, keZ %+ 2kn,k€Z



3) Résolution d’inéquations

Propriétés :
Soient a et x deux nombres réels.

* cos(x)<cos(a)=a+2kn<x<2n—a+2kn, k€.

* sin(x) <sin(a) ©-n—a+2kn < x < a+ 2k, kEZ.

Remarques :
* En s’appuyant sur le cercle trigonométrique :

cos(x) < cos(a)

M(m— (1)/ sin(a)

sin(x) < sin(a)

M(a)

_____________ M(a)
a cos(a) \
0

1
1
: T—a
1
1

a

M(—a)

* Ens’appuyant sur la courbe

©  cos(x) < cos(a)

o

P \\ y = cos(a)
T V2 —q 0
\/ 3

y = cos(x)

°© sin(x) < sin(a)

N

' n\i/(/

y = sin(a)

L
o
2 T sn\3n/

AN

q -m/2

y = sin(x)

T Wa\hyn
-1

5m/2 3‘?\
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