Chapitre 1

Fonctions de référence

l. Fonction valeur absolue

1) Valeur absolue

Définition :

La valeur absolue d’un réel x est le nombre, noté |x|, qui est égal au nombre x si x est positif, et au
nombre -x si x est négatif.

x si x=0
Donc, |x| =

—x si x<0
Exemples :

* |5=5car5>0
e B-m=-@3-m)=n-3car3-n<0

2—t si 2—t=0 soit t<2

t—2 si 2—1t<0 soit t>2

Remarques :

Une valeur absolue est toujours positive : pour tout réel x, |x| = 0.

Deux nombres opposés ont la méme valeur absolue : pour tout réel x, |x| = |-x|.

« Pour tout réel x, \/?:M et pour tout réel x > 0, (\x[’=|x|.

Propriétés :
* |x=0<x=0
* X=l =x=youx=-y

* Pourtousréels xety,ona:

o |xy| = x| X |yl
. x|_|x]
o siyZz0, |—|=7
Y y‘ |yl

° |x +y| < |x| + |y| (inégalité triangulaire)




2) Fonction valeur absolue

Définition :
La fonction valeur absolue est la fonction f définie sur R par f(x) = |x|.

x si x=0
On a dong, f(x) =
—x si x<0

Remarque :

La fonction valeur absolue est une fonction affine par morceaux.

Propriété :
La fonction valeur absolue est paire.

Dans un repére orthogonal (O; 7,}) , la courbe représentative de la fonction valeur absolue est
donc symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

Démonstration :
Soit fla fonction valeur absolue.

Pour tout réel x, on a f(-x) = |-x| = |x| = f(x).

Les deux points de coordonnées (x ; f(x)) et (-x ; f(-x)) sont donc symétriques par rapport a I’axe des
ordonnées.

Propriétés :
La fonction valeur absolue est strictement décroissante sur ]-o ; 0].
La fonction valeur absolue est strictement croissante sur [0 ; +oof.

Son minimum sur R est 0 et il est atteint pour x = 0.

Démonstration :

Pour tout réel x positif, f(x) = x donc f est strictement croissante sur [0 ; +oo[.
Pour tout réel x négatif, f(x) = -x donc f est strictement décroissante sur ]-o ; 0].
Pour tout réel x, on a f(x) = |x| et |x| = 0. De plus f(0) = 0.

Ainsi, pour tout réel x, f(x) = f(0).



Tableau de variations :

Courbe représentative :

(67

—a a

Il. Polynédme du second degré

1) Forme d’une fonction trinéme

Forme réduite
Définition :

Une fonction polynéme du second degré (ou trinome) est une fonction définie sur R dont
I’expression peut étre mise sous la forme f(x) = ax? + bx + c ou a, b et ¢ sont des réels (a # 0).

Les réels a, b et c sont les coefficients de la fonction polynome.

Exemple :

P(x) = 2x?— 8x + 8 est une fonction trindme donnée sous sa forme réduite avec :

a=2,b=-8etc=8.



Forme canonique
Propriété :

Tout trindbme ax? + bx + ¢ peut s’écrire sous la forme a(x — )2 + B ou a, « et B sont des réels avec
a#0.

Cette forme s’appelle la forme canonique du trindme.

Démonstration :

ax’+bx+c=a x2+éx +c¢ avec (a #Z 0).
a
2 2 2 2
Or x+éa =x2+éx+ —| . On en déduit : x2+éx= x+i _| L
2 a a a 2a 2a
Onadonc: ax’+bx+c=a x+i b tc=a x+i 2—b—2+c:a x+i "_bidac
' 2a] 44 2al 4a 2a 4q
Propriété :
Pour tous réels a, b et c avec a # 0, on a donc :
b . 2
P(x)=ax*+ bx+c=a(x—x)?+Bavec x = —5— etB=M
2a 4a

Remarque :
On vérifie que B = P(®).

—b

ab® b’ b> 2b° 4ac_—b*+dac _
2a * " 4a -

Plo)=P =4, -
En effet, P(c/) Ad 2a  4a 4a 4a 4a b

—=a

Exemples :
* P(x)=2x2-8x+8=2(x2—4x+4)=2(x—2)?
On obtient donc la forme canonique de P(x) aveca =2, x =2 et =0.

* On considere le polynome Q(x) = -2x(x —2) + 3

Ona Q(x) =-2x2 + 4x + 3. (forme réduite avec a =-2, b =4 et c = 3)
b 4 —4’+4x(-2)x3 _—16—24
o=——=— =1 — = =
En calculant 2a 2x(—2) et B 4x(=2) 3 5.
Donc Q(x) =-2(x—1)?+5 (forme canonique avec a =-2, x =1 et B = 5)



Forme factorisée

Propriété :
Il est parfois possible de factoriser P(x). On obtient alors P(x) = a(x — x;)(x — x,).

a(x — x,)(x — x,) est la forme factorisée de P(x).

Exemples :
* P(x)=3(x-2)? (forme factorisée avec a =3, x;, =2 et x, = 2)
* R(x)=x2-2x-15 (forme réduite avec a =1, b =-2 et c =-15)
R(x) = (x—-1)?-16 (forme canonique aveca=1, x =1 et § =-16)
R(x) = (x-5)(x + 3) (forme factorisée aveca =1, x, =5 et x, = -3)
e T(Xx)=2(x—1)>+5 On ne peut pas donner la forme factorisée.

2) Sens de variation

Propriété :
Suivant le signe de a, on obtient le sens de variation de la fonction polynéme du second degré :

b
f:xl—>ax2+bx+caveca¢0;(xzfg et = flw)

* a >0 (positif) * a <0 (négatif)
X -00 X +00 X -00 X +00
+00 +00 B
| S ol T N
p % %
Le minimum f de f est atteint pour x=a.. Le maximum f de f est atteint pour x=o .

Démonstration : Pourle casoua >0

En mettant f sous sa forme canonique on obtient f(x) = a(x — ®)? + B.

* Pourtout x, on a f(x) > B (donc B est un minimum de f sur ]-co ; +oo[)

* Pour x, et x, appartenant a ]-oo ; [ (donc x; <xetx, < ®),ona:
Si x; <Xx,, (donc x, —x, < 0) alors
f(x)) = f(x;) = [a(x; — )2 + B] = [a(x, — &) + B]
f(x;) = f(x2) = a(x; — 0)? — a(x, — ®)? = al(x; — ®)? = (x, — )?]
f(x;) = f(x2) = al(x; — o) — (x; = )[(x; — &) + (x, — ¥)]
fx) —f(x,) = alx; — x,][x; + x, — 2] avec x; — X, <0etx; + x, < 2x donc
fx) — fx,) > 0 et fix,) > f(x,)
Ainsi f est décroissante sur ]-oo ; o[

On démontre les autres cas de la méme manieére.



3) Représentation graphique

Définition :
La courbe représentative d’une fonction polynéme P : x = ax? + bx + ¢, avec a # 0, est une
parabole.

Propriétés :
b .
* Son sommet S( ; B) a pour abscisse ®x=-— P et pour ordonnée B = P(x).

* Ladroite d’équation x = « est axe de symétrie de la parabole.

Démonstration :

Plx+t)= a(x+t)2+ b(x+t) +c=ac?+bx +c+ 2axt?+ at? + bt = P(x) + at? + t(2ax + b)

2a
De la méme maniéere on a :
P(x—t) = P(x) + at?— t(2axx + b) = P(x) + at?
Donc, on obtient, pour tout t € R, P(cx + t) = P(x — t).

Or OLZ_—b donc 2ax + b = 0. Ainsi P(x + t) = P() + at? \

Ainsi x = x est axe de symétrie de la parabole.

a+t




Remarque :
Le signe de a permet de connaitre |’allure de la parabole :

Si a > 0, alors la parabole est tournée vers le Si a < 0, alors la parabole est tournée vers le

haut. bas.
Exemples :

* La courbe représentative de la fonction P définie sur R par P(x) = 2x2 — 8x + 8 est une
parabole #de sommet S(2 ; 0).

Comme a = 2 (positif), la parabole Zest tournée vers le haut.

t@

EA)
-1 0 1 2 3 4 5

-1
* La courbe représentative de la fonction Q définie sur R par Q(x) = -0,5x2 + 4x — 2 est une
parabole & de sommet S'(4 ; 6).
Comme a = -0,5 (négatif), la parabole est tournée vers le bas.

S
6
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