Chapitre 6

Dérivation

l. Nombre dérivé d’une fonction fen un nombre réel a

1) Limite en zéro d’une fonction

Soit f'une fonction définie sur un intervalle contenant 0 ou bien sur un intervalle de borne 0 (de la
forme ]a;0[ ou ]0;al).

Etudier la limite de f lorsque x tend vers 0, consiste a étudier les valeurs de f (x) lorsque x se
rapproche de 0.

Définition :

On dit que f (x) admet pour limite le réel o lorsque x tend vers 0 si les nombres f (x) peuvent
étre aussi proches de & que I’on veut, pourvu que x soit suffisamment proche de 0.

On écrit }Cl_r)lg f (x ): @ ce qui se lit : « La limite de [ (x) lorsque x tend vers 0 est égale a . »

Exemples :
*  Soit la fonction f définie sur [—1;0[U]0;1] par f (x)=x+3x+3.

Etudions ce que deviennent les valeurs de f (x) lorsque la variable x tend vers zéro, x

prend par exemple successivement les valeurs -0,1 ; -0,01 ; -0,001 ; ... et les valeurs 0,1 ;
0,01; 0,001 ; ...
X -0,1 -0,01 -0,001 .. 0,001 0,01 0,1
f(x)=x’+3x+3 2,71 2,9701 |2,997001 3,003001 | 3,0301 3,31
On constate que les valeurs de f (x) se rapprochent de 3 lorsque la variable x tend vers
Z€ro.

Doy lim x*+ 3x+3=3
x=0

Dans cet exemple, la limite de f (x) lorsque x se tend vers 0 est égale a un nombre réel.

1
 Soit la fonction f définie sur [—1;0[U]0;1] par f(x):—z.
X

X -0,1 -0,01 0,01 0,1

flx)== 100 10000 10000 100
X

Dans ce cas, on écrit il_r)lg flx)=+o0

Dans cet exemple, les valeurs de f (x) deviennent de plus en plus grandes et ne sont pas
bornées lorsque x tend vers 0.




+ Soit la fonction f définie sur [—1;0[ U]0;1] par f(x)ZQ.

X -0,1 -0,01 0,01 0,1

f(x)zu -1 -1 1 1

X

Dans ce cas on dit que la limite de f (x) lorsque x tend vers 0 n’existe pas.

Dans cet exemple, les valeurs de f (x) ne se rapproche pas d’un unique réel lorsque x tend
vers 0.

2) Taux de variation

Définition :
Soit I un intervalle contenant un nombre réel a et f une fonction définie sur 1.

_fla+h)=f(a)
h

Le nombre T(4) est appelé taux de variation de fentre a et a + A.

Remarque :
A(a; fla)) et M(ath ; flath)) appartiennent a €.
Le coefficient directeur de la droite (AM) est

fla+h)—f(a)

a+h—a

donc , soit ©(h).

Le nombre t(%#) dépend de a.

Qt-——mmmm———— -

a+h

3) Nombre dérivé

Définition :
Soit I un intervalle contenant un nombre réel a et f une fonction définie sur 1.

fla+h)—f(a)
h

On dit que la fonction f est dérivable en a si la limite du rapport lorsque 4 tend

vers 0, avec g+#4 dans I, existe et est égale & un nombre réel 0.
Ce nombre [ est appelé nombre dérivé de la fonction fen a. On le note £ '(a).

On a donc :

£'(a)=lim f(‘”h]l_f(") =0

h=0



Exemple :

Soit f'la fonction définie sur R par f(x)=x et a=1.

3 3 2 3
Pour h#0 . ona fla+h)—f(a)_(1+h) =1 _(1+3h+3h +h)_1:3+3h+h2.

h h h

On a vu que lim A*+ 3h+3=3
h=0

Donc la fonction f'est dérivable en 1 et le nombre dérivé de fen 1 vaut 3. Donc f "(1)=3 .
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4) Interprétation graphique

Propriété :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, dérivable en a, nombre réel appartenant a I, et de
nombre dérivél en a.

Soit €/ la courbe représentative de la fonction £ dans un repére (O; i, }) du plan, 4 le point de €,
d’abscisse a et M le point de €y d’abscisse a+ h avec a+ h appartenantalet h#0 .

Le nombre dérivé { de fen a est la limite du coefficient directeur de la droite (AM) lorsque le point

M se rapproche du point 4, ¢’est-a-dire lorsque 4 tend vers 0.
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Démonstration :
Ona A(a; f(a)) et M(a+ h;f(a+h)) avec h#0.

Le coefficient directeur de la droite (AM ) est donc égal a :

fla+h)=f(a) _f(a+h)-fla)

(a+ h)—a h

fla+h)—f(a)
h

donc bien la limite du coefficient directeur de la droite (AM) lorsque le point M se rapproche du

point A.

Le nombre dérivé de f en a, c’est-a-dire la limite de

lorsque /4 tend vers 0, est

Il. Tangente a une courbe

1) Tangente en un point a une courbe

Définition :
Soit f'une fonction définie sur un intervalle I, dérivable en a, nombre réel appartenant a I.

Soit € la courbe représentative de la fonction f dans un repére (O; 7, }) du plan et 4 le point de
€rd’abscisse a.

La tangente a la courbe €rau point A est la droite passant par 4 et ayant comme coefficient
directeur le nombre dérivé f ’(a) .

Exemple :
Soit f la fonction définie sur I’intervalle R par :
flx)=x

Le point A d’abscisse a=1 de la courbe €;a comme coordonnées

(1;1).

De plus, le nombre dérivé de fen a=1 estégala f'(1)=3 .

La tangente a la courbe €rau point A est la droite passant par A et
ayant comme coefficient directeur 3.
Cf /

Remarque :
Le point 4(a; f(a)) est le point de contact de la tangente et de €.



2) Equation d’une tangente a une courbe

Propriété :
Soit €,la courbe représentative d’une fonction f dans un repére (O; i, _j) du plan, A un point de
€d’abscisse a et f '(a) le nombre dérivé de fen a.

Une équation de la tangente a €ren A est :

y=f'(a)(x—a)+ f(a)

Démonstration :

Dans un repére, une équation d’une droite & ayant comme coefficient directeur f '(a) est:
y=f"(a)x+ b

avec b son ordonnée a I’origine.

Comme Ala; f(a)) appartient a 9, ses coordonnées vérifient I’équation de ¥ c’est-a-dire :

fla)=f"(a)Xa+b.

On en déduit que b=f (a)—f '(a)a .

L’équation de &Y est donc : y=f (a)x+ fla)—f"(a)a soit y=f'(a)(x—a)+ f(a).

Exemple :

Soit f la fonction définie sur I’intervalle R par 1 (x)=x et le point A d’abscisse a=1 de la
courbe €.

Ona: a=1; f(a)=1"=1; f'(a)=3.
Dou y=f"(a)(x—a)+ f(a)=3(x—1)+1=3x-2.

Une équation de la tangente a la courbe €rau point 4 est donc y=3x—2.

Calculatrice : y=3x-2

H=1 //.l'
wzz a0l s+ - ool 3

Fonct ararkh 4= W1=E"~030
N 1EH [—] /
LT E:]
ya: ) _ Fi
UZ = F—1 Y=35-2
- 11 [C1% [Tand Horm[Ine: M Uzl y=1




lll. Fonction dérivée

1) Fonction dérivée F

Définition :

Une fonction f est dérivable sur un intervalle I lorsqu’elle est dérivable en tout nombre réel x
appartenant a 1.

Définition :
Soit fune fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

La fonction définie sur I qui, a tout nombre réel x, fait correspondre le nombre dérivé de la
fonction f'en x est appelée fonction dérivée de 1.

La fonction dérivée de fest notée f .

Exemples :
 Pour la fonction f'définie sur R par [ (x)=k (k fixé),

flath) - f(x)_k—k_g
h h

pour toutx € Ret 7#0 :

Ainsion a:

(k) 1 x+ f’(x)zlimf<x+ W=/ i 0=0

h0 h h0

* Pour la fonction f'définie sur R par f (x)=x,

(x+h)—x h

=—=1

pour toutx € Ret 7#0 : ; ;

Ainsion a:

(x)" x> f’(x):limf(x+ NS i =1

h=>0 h h=>0

¢ Pour la fonction f'définie sur R par £ (x)=x",

(x+h)—x> _ X’+2xh+h*—x°

pour toutx € Ret 7#0 : P

=2x+h

Ainsion a:

(x%) ix+ f’(x)=limf(X+ h)_f(x)ZIim 2x+ h=2x

h=0 h=>0




*  Pour la fonction f définie sur [0;+o[ par f(x)Z\/;,
pour toutx € [03+ o[ et h#0 :

\/x+h—\/;: \/x+h—\/;>< Vx+h+/x _ x+h—x

h h Vx+h+vx  h(\x+h+x)
flx+h)-f(x)_ 1 lim vx+h=vx
h ~ T nedx dePhs
Ainsi, pourx € |0;+oo[ :
W) e f ()=t LSy L 1
70 o Vx+h+yx 2Vx

1
* Pour la fonction f'définie sur R* par f (x ):; ,

1 1 x—(x+h)
pourtoutx € R*¥et h#0 : (x+h) x _ x(x+h) _  —h wlo_ 1
h B h Cx(x+h)"h o x(x+h)
Ainsiona :
1 . fx+h)-f(x)_ .. 1 1
—_|r . ! =1 =1 _—_
(x xe f(x) hl_f)rol hlf)r(l) x(x+ ) 2

2) Dérivées et opérations

Dérivée d’une somme de fonctions

Propriété :

La somme u#+v de deux fonctions dérivables sur un intervalle / est une fonction dérivable sur /
et:

(u+v)' =u'+v'

Démonstration :

Soit f(x)=(u+v)(x)=u(x)+v(x) avec u et v dérivables sur /.

Pour tout x € 1, f(x+hh—f(x):(”+V)(x+hh)_(”+")<x):M(X-Fh)-l—\/(x—;lh)—u(x)—v(x)
SO - f(x) _ulsth)-ulx) v(x+h)-v(x)
' h h h

Et u et v étant dérivables sur / :

Donc

u(x+h)—u(x)

Eilg . =u'(x) et Eilg v(x+hh) v(x)zv’(x)
ainsi (u+v)’(x)=f’(x)=£i£13 f(x+h2_f<x)=u’(x)+v’(x)



Exemple :

La fonction / définie sur R par f(x)=x’+x est la somme de deux fonctions u et v définies par
2 _
u(x)=x" et v(x)=x

Or u et v sont dérivables sur Ret u'(x)=2x et v'(x)=1

Donc pour toutx € R, f'(x)=2x+1.

Dérivée d’un produit de fonctions

Propriété :
Le produit uv de deux fonctions dérivables sur un intervalle / est une fonction dérivable sur / et :

(uv)'=u'v+uv'

Démonstration :

Soit f(x)=(uv)(x)=u(x)Xv(x) avec u et v dérivables sur /.

Pour tout x € 7, LF h) S(x) _(uv)(x+h)—(u)(x) _ [u(x+h)Xv(x+h)]-[u(x)Xv(x)]

h h
Doic - f(x+h)-f(x) :u(x+h)><v(x+h)—u(x)><v(x—i—h)—i—u(x)><v(x+h)—u(x)><v(x)
’ h h
f(x+h)—f(x) _u(x+h)—u(x) vix+h)-v(x)
p = P Xv(x+h)+ , Xu(x)
Et u et v étant dérivables sur 7 :
%Eré u(x+h}3—u(x):u,(x) et %Eré v(x+h}3—v(x):v,(x) de plus Liirgv(erh):v(x) ainsi
(uv)’(x)Zf’(x)ZLiilg f(x+hh)_f(x)=u'(x)v(x)+v'(x)u(x).
Exemple :

La fonction fdéfinie sur [0;+ o[ par f(x)=x J x est le produit des deux fonctions u et v définies
par : u(x)=x et v(x)=yx.

, 1
Or u et v sont dérivables sur |0;+o[ etonavuque: u'(x)=1 et v (x)zz\/—;,

' 3 =
Donc, pour tout x>0, f'(x)= Vx+xx—— Jx 2\/



Propriété :
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle / et £ un nombre réel.
La dérivée de ku est k fois la dérivée de wu.

Si k est une constante :  (ku)'(x)=kXu'(x)

Exemple : dérivée d’une fonction polyndéme
La fonction trindme définie par f (x)=2x’+8x+3.
En utilisant les régles de calculs des dérivées on obtient :

[ (x)=2X2x+8X1+0=4x+8

Dérivée d’un quotient de fonctions

Propriété :
u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle /.

De plus, pour tout x de 7, v(x)#0 .
Le quotient " est une fonction dérivable sur 7, et :

u

v

,_u'v—uv'
- 2
v

Démonstration :

Soit f(x):%(x):‘bjg)) avec u et v dérivables sur 7 et v(x)#0 pour toutx € /

(ﬁ)(x+h)—(z)(x) u(x+h) u(x) ulx+h)Xv(x)—u(x)xXv(x+h)

f(x+h)—f(x): v v :v(x-i-h)_v(x): v(x+h)xv(x)
h h h
u(x+h)Xv(x)—u(x)Xv(x)+u(x)xXv(x)—u(x)Xv(x+h)
f(x—i—h)—f(x): v(x+h)Xv(x)
h h
f(x+h)-f(x) |u(lx+h)—u(x) v(ix+h)-v(x) 1
h B h Xv(x)= h Xu(x) v(ix+h)Xv(x)

Et u et v étant dérivables sur 1 :

lim u(x+h)—u(x):u,(x) et lim
h—0 h h—0

vix+h)—v(x)

:V’(X) de plus Llir; v(x—i—h):v(x)

ainsi puisque v(x)#0 pour tout x € /.

"(x)=f'(x)=lim Sx+h)—fx) _u'(x)v(x)=v'(x)u(x) .

h—0 h vz(x)

u

\%




Exemple :

La fonction f définie sur |—o0;1[U]1;+0[ par f(x ):xxj est le quotient des fonctions u et v

définies par : u(x)=x et v(x)=x-1

v ne s’annule pas sur chacun des intervalles |—o0;1[ et |1;+00[ et u et v sont dérivables sur ces
intervalles : u'(x)=1 et v'(x)=1.

1X(x—1)-xXx1
(x—1)°

Donc fest dérivable sur ]—c0;1[U]1;+[ et f'(x)=

Ainsi pour toutx € ]—oo;1[U]1;+e0[, f'(x)=

Propriété :
v est une fonction dérivable sur un intervalle 7 telle que, pour tout x €1, v(x)#0 .

1 1 —v'
Alors la fonction ; est dérivable sur / et : (;) '=—‘; .
v

Exemple :

1
La fonction f définie sur R par f (x)= 1 est ’inverse de la fonction v définie par v(x)=x"+1
x

(v(x)#0 pour tout réel x).

-2x
(x*+1)°

Or pour tout réel x, v'(x)=2x . Donc f(x)=

10



3) Dérivées usuelles

A partir des régles de calcul sur les fonctions dérivées établies on peut dresser un tableau des
dérivées usuelles a connaitre.

fonction f Ensemble de définition Ensemble de fonction dérivée f'
def dérivabilité de f
flx)=k o
(k constante) R R f'(x)=0

f(x)=x R R 7'(x)=1

f(x)=x’ R R f'(x)=2x

fx)=x" o

(n € N R R [ (x)=nXx

f(x):l R’ R* f’(x):_i2
X X

o= " " Fom2
* X

_1

f(x)—x” R R’ f,(x>:_ :lH

(ne N x

flx)=lx [0;+ oo 103+ oo f’(x):zj;

4) Composition de fonction

Définition :
Soit © une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, a valeurs dans un intervalle J, et g une
fonction définie et dérivable sur J.

La fonction composée des fonctions u et g, notée gou , est définie sur / par gou(x)=g(u(x)).

Exemple :
Soit u et g les fonctions suivantes :

u: I=[0;+0[ - J=[0;+0] et g: J=[0;+0] >R
X X 4x xP x
La fonction composée est la fonction gou : I — R

xe glu(x)=vVx+x

Remarque :
Sur I’exemple précédent, uog est définie par: uog:[0;+0[ —» [0;+00[

X P x+\/;

11



Propriété :
Soit a et b deux nombres réels et f une fonction définie et dérivable sur R.

La fonction x = f(ax + b)est dérivable en tout nombre réel x et sa dérivée est la fonction :

x v axf’(ax+b).

Exemple :
. s 5 _ L 5

La fonction g définie sur R\ 3J par g(x) 3145 est dérivable sur IR\[ 3] .

1 ’ 1
Pour tout x de R\ 3 g(x)=f(3x+5) avec f(X):; or f (x)=——2_

X
Par conséquent, pour tout x de R\ - , g'(x)= = 7.
3 (3x+5)

12
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